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Transformée de Mellin des intégrales- fibres 

associées aux singularités isolées 
d'intersection complète quasihomogènes 

Susumu TANABÉ 

RÉSUMÉ. La transformée de Mellin de l'intégrale -fibre est calculée 
pour certaines singularités isolées d'intersection complète quasiho- 
mogènes (surtout singularités unimodales de la liste de Giusti et de 
Wall). On montre la propriété de la symétrie des spectres de Gauss- 



Manin (Théorème 3.1) et on met à jour la structure de réseaux 



des pôles de la transformée de Mellin, exprimée au moyen des 



données topologiques des singularités (Théorème ^.5, Théorème 



5.é). Comme application de ces résultats, on exprime le nombre de 



Hodge de la fibre par le dénombrement de spectres de Gauss-Manin. 



Introduction 

Ici on calcule concrètement le système de Gauss-Manin de l'intégrale-fibre associée aux singu- 
larités isolées d'intersection complète (SUC) quasihomogène. 

D'abord nous fixons la situation. Pour les deux variétés complexes X = (C n+k , 0),S = (C k , 0), 
on regarde une application quasihomogène d'intersection complète, 

(0.1) f:X^S 

telle que X s := {(x\, • ■ ■ , x n +k) 6 X; fx(x) = si, . . ., fk(x) = Sk}- C'est à dire que fx(x), • ■ ■ , fk{x) 
sont des polynômes quasihomogènes par rapport à un poids et diraXç, = n > 1. On suppose en plus 
que / possède une singularité isolée à l'origine i. e. df(x) = pour x G Xq si et seulement si x = 0. 

Dans ce travail, notre but est de décrire les solutions explicites du système de Gauss-Manin 
associé à SUC quasihomogènes pour certains cas de courbe espace i.e. n = 1, k = 2. Ici nous nous 
servons de la transformée de Mellin d'intégrales-fibres parce que elle permet de mieux visualiser 
les propriétés importantes de singularités SUC. Cette situation a incité certains auteurs comme 
C.Sabbah g, ||, D.Barlet§, F.Loeser |Ï6| à poursuivre des recherches sur la transformée de 
Mellin d'intégrales fibres qui étaient, entre autres, motivés par une idée de P.Deligne reproduite 
dans |Ô). 

Le plan de cet article est le suivant. Dans le §1, selon Greuel et Hamm Jï^] , on introduit 
les espaces vectoriels sur lesquels le système de Gauss-Manin associé à SUC quasihomogène de 
dimension arbitraire sera défini et représenté au moyen des matrices implicitement définies. Les 
résultats du §2 montrent le calcul concret du système de Gauss-Manin associé aux singularités 
isolées simples d'intersection complète (SISIC) S^ , U^T^W^, (fi > 5) de la liste de M. Giusti 
PJ. Je tiens à noter que le calcul effectué par S.Guzev |l| sert à l'établissement de résultats de 
cette section. 
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Dans le §3, les spectres du système de Gauss-Manin associé à SISIC sont définis et la symétrie 
entre eux est établie. On note que la symétrie des spectres de la structure de Hodge mixte sur 
la cohomologie relative d'une SUC a été démontrée par W.Ebeling et J.Steenbrink ||. Notre ap- 
proche est différent de celui de Ebeling-Steenbrink, puisque nos objets principaux sur lesquel la 
transformation de monodromie agit sont les espaces V et $ de Greuel-Hamm. Dans le §4, la trans- 
formée de Mellin de l'intégrale- fibre est décrite au moyen des spectres mentionnés. Pour cela, 
on résout une équation aux différences finies. L'interprétation de l'intégrale- fibre comme fonction 
hypergéométrique généralisée au sens de Mellin-Barnes-Pincherle est donnée. Les pôles de la trans- 
formée de Mellin donnent des informations sur la 6— fonction en 2-variables introduite par Sabbah 
pï|| . Dans le §5, en se servant du caractère assez universel des calculs pour SISIC, on généralise des 
résultats des §2 et §3 aux séries des singularités " non-resonantes" et unimodales. Dans le §6, on 
exprime le nombre de Hodge de la fibre de Milnor h pq (X s ) au moyen des spectres de Gauss-Manin 
obtenus dans §3, §5. 

Je tiens à remercier D.Barlet, E.Brieskorn, J.H.M.Steenbrink et C. Sabbah de leurs critiques 
utiles et V. P. Palamodov d'avoir mis à ma disposition une copie de manuscrit fll3[. 



1 Les espaces vectoriels V et <£> de Greuel-Hamm 

1.1 On reprend la situation et les notations de §0. Dans cette section, on prépare quelques lemmes 
sur l'intersection complète X s := {(xi, ■ ■ ■ , x m ) <E X; fi(x) = Si,...,fk(x) = Sk}, de dimension 
n = m — k > qui est définie par une collection de polynômes quasihomogènes f\ (x) , . . . , fk (x) . 

D'abord on commence par munir nos objets des poids quasihomogènes. Dès que /i, •••,/& 
sont des polynômes quasihomogènes, on peut attribuer aux variables x%, ■ ■ • , x m les poids quasiho- 
mogènes. Notons les poids de ces variables par 

(1.1.1) w{x 1 )=wi,---,w(x m )='w m , 

où wi, ■ ■ ■ ,w m sont les entiers positifs de pgdc égal à 1. On utilisera la notation u>(/i) = Pi, • ■ ■ , 
w(fk) = Pk, en sorte que p\ > pi > ■ • • > pk- Il est naturel de définir le champ d'Euler 

d d 

(1.1.2) E = wxX\- h ■ ■ • + m m i, 



ax\ ox m 
de telle sorte que 

/'•V, /',./'. pour j = 1, 

On peut associer à une fonction ou une forme holomorphe quasihomogène £ son poid quasihomogène 
et on le note par u>(£). 

1.2 Pour calculer le système de Gauss-Manin associé aux singularités notées ci-dessus, nous 
introduisons les deux espaces vectoriels V et F, 

(1.2.1) F :— ~" A 



dfi a n x + ■ ■ ■ + df k a n x + iB^t 2 ) 

où ie signifie contraction avec le champ d'Euler E défini par (1.1.2). 
(1.2.2) V 



"x 

dh ao^ 1 + -" + dfk a n n x ~ l + dn n x i + f^ x + ■■■ + f k n x " 

L'espace V a été, par exemple, introduit par Greuel-Hamm [Ï2] |. Ils s'en servirent afin de calculer le 
nombre de Milnor jj, et le polynôme caractéristique de la monodromie de Picard-Lefschetz pour /, 
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une singularité isolée d'intersection complète quasihomogène. Du lemme 3.6 de |Ï2j on déduit que 
rangcV est égal au nombre de Milnor \x de la singularité. Dans leur formule, -Py(l) = M pour le 
cas n > 0. Le Satz 3.1 de jÏ2| donne la série de Poincaré -Py(t), 

-m+k-l ?n i i iiiij fc i _ j-pj 

(1.2.3) P v {t) = Res T=a [17 — 17 +4 

v ' w t + 1 11 l-t w * 1J -l + rtW J 

i=i j=i 

Quant à l'espace F, on doit sa définition essentiellement à S.Guzev p3[ |. 

1.3 Par les propositions suivantes, on voit l'utilité de l'espace F pour le calcul de Gauss-Manin. 
Introduisons un autre espace vectoriel <& : 

* - ^ 



dfi A • • • A df k A 0£ + /iîî$ + ■ • • + f k W£ 
On introduit un espace vectoriel <£> qui est évidemment isomorphe à <£> : 

où i7(/) l'idéal jacobien des mineurs d'ordre k : 

Pour ^j(a;) £ $, on a cf)j(x)dx G Nous notons par Cr(f) :— {x G X; dfi(x) A • • ■ A dfk(x) = 0}, 
l'ensemble défini par l'idéal J{f)- 

Selon la construction de Brieskorn-Greuel |ïï| , introduisons un module 

"h = f^/dh a • • • a df k ■ d(/.nr ) " 



X dfi A • • • A 4f fc A dft™" 1 ' 
qui est identifié à un Og— module du rang /i (Proposition 2.6 Jïï|). En fait, 

Lemme 1.1 Si fi, ■ ■ ■ , fu sont des polynômes quasihomogènes qui définissent SUC, l'espace vecto- 
riel $ est isomorphe à un autre espace vectoriel H/(fi, • ■ • , le réseau de Brieskorn. 

Démonstration Prenons a un élément non nul de fîjjî admettant la décomposition 

k 

a = u> + ^2 fm + dfi A • • • A df k A dtp, 
avec ip S ^x" 1 ' V< e i pour 



w = d/i A ■ • ■ A dfk A 0, 
Alors, 



avec 4> G 



a = ^ fm + dfx A • • • A d/ fe A (# + 0). 

i=l 

L'énoncé du lemme se réduit à la nullité de a dans 'ÏZ/ (/i, • • • , fk).On peut supposer la décomposition 
de la forme 4> G VL\ selon le poids quasihomogène 



L L 



^2w(<j»j) 1 (di E + i E d)(<f> j ) = ^2 

3=1 3=1 
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où w{4>j) = ClJ + c ° avec c, Co,Ci, les entiers strictement positifs. Avec cette notation, la forme a 
s'écrit 

k L 

a = ^2 fWi + dfi A • • • A dfk A [(d-0 + w{(j)j)~ 1 {di E + ifid)^] 
i=i j=i 

L L 

= d/i A • • • A df k A [dty + 51 M&) _1 *e(&)) + ifiE u>(&) _1 #j)] 

L 

= w(4> J Y 1 df 1 A • • • A dfk A i E (d<j>j), 

L 

= (-l) k + 1 i E [J2w((f> J )- 1 df 1 A---Adf k Ad^}=0 dans "H/ (f 1} ■ ■ ■ J k ), 

car d/i A ■ • ■ A d/fc A d<^ G ~ 0. C.Q.F.D. 

De ce lemme il suit que rangc^ = Nous notons les éléments de la base de $ par <j)j{x)dx, 1 < 
j < ^i. Ici et par la suite on utilise la notation x — (xi, • • • , x m ), dx — dxi A • • • A dx m . Notons aussi 
la base de l'espace F par cJj, 1 < i < fj,. 

Nous soulignons ici le caractère topologiqucment invariant des espaces F et 

1.4. 

Proposition 1.2 Si on définit le champ d'Evier comme (1.1.2), l'application i E donée par la con- 
traction avec E, 

i E :F^V 

indvit vn isomorphisme entre les devx espaces vectoriels F et V . 
Démonstration 

1) Surjectivité. Si on prend une forme quasihomogène lu g V, en vertu de la quasihomogénéité 
de w , 

w{lo)uj — i E {duj) + d(i E ui). 

Cela veut dire, pour G F, 

duo 

i E ( — r-) = ui dans V. 
w(lu) 

Ici on note w(u>) le poids de la forme lu. 

2) Injectivité. Supposons pour u G F, 

i E {uj) = dfi A 4>i H \- dfk A k + dip + H h /fcWfe, 

avec 0i, • • • , 0fe, V> G f^ 1 , wi, ■ ■■ ,oJk G f2^. Ça veut dire, 

di B (o)) = d/i A (<#i + wi) H h d/fe A (d</> fe + w fe ) + /id^i H h /^d^fe 

= w(u))u) — i E (duj). 

Ou bien 

w = — —(fidwi H h /fcdwfe) dans F. 

D'autre part, puisque 

Pifidwi = i E (dfi A dwi) + d/i A i E (duii), 
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fxdu>x = dans F. 

D'une façon analogue, 

fiduii = dans F, 2 < i < k. 

C.Q.F.D. 

1.5 En tenant compte de la Proposition 1.2, nous notons une base de V par uji telle que 
= iE{ùi), 1 < * < M- Dans la suite on entend par u)i une forme concrète quasihomogène telle que 

(diE +iEd)(uji) = PiLOi, avec le poids quasihomogène li = w(ui) qui figure dans les termes de la série 
de Poincaré (1.2.3), Pp(t) — Pv(t). On se sert de la même convention pour la base <fij(x)dx G $. 
C'est à dire ùi est une forme représentant une classe d'équivalence, pas une classe d'équivalence elle 
même. 

Proposition 1.3 Pour chaque ùi, on a la décomposition suivante: 

(1.5.1) ûi A d/i A • " A df k = PifWjdx mod(dfx A •• • A df k A dfl^ 1 ), 

3 = 1 

avec pjP(f) G C[/i,- ■-,/*] et <j )j (x)dx G "H/ (fr, ■ ■ ■ , f k ) Ê* pour 1 < i, j < [J.,1 < £ < k et 
dfx A t-Adf k = l\^ t dfi. 

Démonstration D'après la condition d'intersection complète sur /, pour chaque a G f2" +fc , il 
existe la décomposition: 

a = P(fx, • • • , / fc )dï + d/i A • • • A df k A p, 

pour certain polynôme P(si,---,Sfe) G C[si,---Sfe] et f3 G dfi^- -1 . L'unicité de la décomposition 

découle du fait que 77 est un Os~ module libre de rang [i engendré des générateurs finis (Korollar 

i 

4.9, PI ). On applique ce raisonnement à la forme a = ùi A dfi A — ■ A c(ffe. La conclusion se déduit 
immédiatement de l'isomorphisme entre H/(fx, ■ ■ ■ , fk) et $, C.Q.F.D. 

1.6 Nous abordons le calcul du système de Gauss-Manin à la manière de Greuel pour uji G V. 
Nous notons d'ailleurs par ipi une n— forme holomorphe sur X \ Cr(f) telle que 

dfx A • • • A dfk A tpi = 4>i( x )dx, 1 < i < jj,, 

pour une base cj>j(x)dx G "H/(fi, ■ ■ ■ , fk) = 

Alors on peut déduire de la Proposition L3 la relation suivante: 

(1.6.1) du)j = disfâj) 

= (E p iï d h ^A-J2 p{ S d h A % + ■ ■ ■ + i- 1 ) 1 " 1 E A mod{{df lr ■ • , dfk)dn n x l ). 

q=l q=l q=l 

La relation (1.6.1) implique que la dérivée de la forme Uj satisfait, 

(1.6.2) duj = dfx A pf ) + d/ 2 A /3f 5 + ■ • • + df k A /?j fc) mo ( i((d/ 1 , ■ • • , df^dïl^ 1 ), 

avec des formes méromorphes /?j qui possèdent leurs pôles le long du lieu critique Cr(f). 

La relation (1.6.2) est une expression du système de Gauss-Manin à la Greuel p. 249 (ïï) adoptée 
à notre situation. Pour le voir, on remarque: 

pf ^ {-ly-H^pf^,] modidn-- 1 ). 

9=1 
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L'énoncé sur les pôles des formes pff 1 découle du fait que df\ A • • ■ A dfk Aip q £ Voir le lemme 



1.12 et la discussion à la p. 249 de JL1|] . 

1.7 Dès que l'expression (1.6.1) ne donne que la relation entre du>j et tpj, elle est peu convenable 
pour le calcul concret du système de Gauss-Manin. Il est donc souhaitable d'établir la relation entre 
dipj et tjjj, ou bien du>j et uij. Dans ce but, on va chercher des relations entre ujj et ipj. Si on applique 
îe du coté gauche au (1.6.1), 

(1.7.1) lEidio-j) = i E di E (ùj) = {iEd + di E )iE{ûj) = tjUj 

i=X 9—1 q=l 

mod((df u - ■ ■ , df k )fl n x -\ ((A, • • • , MdQ^- 1 ). 

Ici on a utilisé la formule i e (î.e(cl>)) = 0. 

1.8 La situation ci-dessus se simplifie si l'on regarde la relation entre des intégrales ip q , au 
lieu de celle entre des formes. On définit l'intégrale- fibre ^.,7 prise le long d'un cycle évanescent 
7 dont l'ambiguité dans l'homologie H n (X s ) ne sera précisée qu'ultérieurement (voir §4 Théorème 



4-3), 



1 sk f <ifi A - • - A dfk A tp q 



y(s) 27TI J dl{s) {fi - Si) • • ■ (fk ~ Sfc) 

(1.8-1) = (^f ( j- f & 

27T« Jd-y(s) (Il - SX)--- 



jdx 

ldy(a) (/l - Si) ■ ' ■ (fk ~ Sfe)' 



où d'y(s) G H n {X \ X s ) est un cycle obtenu à l'aide de d, l'opérateur de cobord de Leray. Quant à 
l'opération de Leray, on renvoie au livre de F.Pham jill, ou bien à celui de V.A.Vasiliev pcf . 
1.9 De (1.7.1) on déduit: 



(1-9.1) l 3 [ u,i = itiYti-^p^w 1 *^)- 



ç=l 1=1 

Cette relation est une conséquence immédiate d'application de la définition de l'intégrale- fibre 
(1.8.1) à (1.7.1): 

dh A iE&j) = {^-) k I dhA.-.Adh A A = Q 

7 ( s ) 2vri 7 a7(s) (/1 - si) • • • (/fe - s fc ) 

D'une façon analogue, 

dfi A • • • A dfk jp . / / \ n o ^ • ^ ; 



d-y(s) (/l ~ Si) • • ■ (/fc - Sfc) 

d/i A • • • A dfk 



a (hé») = o, 1 < j < k, oj e 

/9 7 ( S ) (A - «i) • • ■ (/fe - Sfc) 

On fait comparaison entre la relation 

(1-9.2) d[ Lj j =J2[J2(-iy- 1 PS(s)ds i ]I <t>g , J (s), 



9=1 i=l 
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obtenue de (1.6.1) avec la relation (1.9.1). Pour dériver (1.9.2) de (1.6.1), on utilise l'égalité: 

-0-1 W % e = i,-,k. 

Voir 0. 

En résultat nous obtenons les équations suivantes entre I<f, g (s) et ■j^-Ifa, 1 < £ < k (on se passe 
de préciser le cycle 'y (s) sinon des cas exigés): 



M k 

EE 

9=1 z=l 



3=1 

C'est un système d'équations qui donnent la connexion (système) de Gauss-Manin. 

1.10 Pour énoncer la proposition dans une forme plus simple, nous introduisons les notations 
suivantes: Iy = (/ u>i, ■ ■ ■ , / w^), I* = {I ( p 1 (s), ■ • • , I<j> (s)). On introduit les fi x /i matrices définies 
comme suit: 

L v = diag(£i, ■■■,i fJ ,) 
avec ti = w(ui), P«(*) = (p£ 3 (s)), P (fe) (*) = (-PffW), 1 < 3,Q < M- 
Théorème 1.4 1. Pour une application quasihomogène 

aux singularités isolées d'intersection complète de dimension n, le système de Gauss-Manin pourl® 
est décrit par les systèmes suivants: 



(1.10.1) dE(-l) <_1 Pi«<^ W (*)!*] = LvlJ^i-lf^P^H^dsi]!*, 

ou bien, 



i=i i=l 



fc fc 

(1.10.2) ( ^(_i)-V^P w O0)^-I* = [iyP (£) («) - ^-(E(-l) <_1 Pi*<-P (<) W)]I*. 
î < ^ < fc. 

2. La valeur critique D de déformation X s est donné par D = {s € S : A(s) = 0} avec 

fc 

(1.10.3) A(s) = detC^i-lf^piSiP^is)). 

i=l 

3. Le système (1.10.1) est un système holonôme d'équations différentielles. 
Démonstration 

1. Dans l'expression introduite, la démarche notée ci-dessus peut être interprétée comme suit. 
La relation (1.9.2) signifie 

fc 

(1.10.4) dl v = C^2(-iy- 1 P ( - t \s)ds l )L J> . 
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En revanche la relation (1.9.1) entraîne 

k 

(1.10.5) L v l v = (^(-îy-ipiSiP^is))!*. 

i=l 

En prenant la dérivée de (1.10.5) et comparant celle-ci avec (1.10.3), on obtient la relation entre 1$ 
et <il$ dont on peut déduire (1.10.1) et (1.10.2). 

2. Il est établi par Greuel que le système de Gauss-Manin associé à X s possède son pôle le long 
de la valeur critique de l'application /. D'autre part, il est clair que (1.10.1) et (1.10.2) s'écrivent 
comme des systèmes de Pfaff avec le pôle D = {s G C fc ; det{Y^ k i=l {—l) 1 ~ 1 piS i P < < l \s)) = 0}. 

3. Des énonncés ci-dessus, il est évident que la variété caractéristique de l'équation (1.10.1) est 
un nbré cotangent: 

TjjS = {(s, a) e T*S; A (s) = 0, < a, grad A (s) >= 0}. 

Puisque dimT^S = k, (1.10.1) est un système holonôme avec une variété caractéristique lagrangi- 
enne. C.Q.F.D. 

Il faut remarquer ici que le système de Gauss-Manin est complètement déterminé par les matrices 



Pw(s), 1 < i < k introduites dans la Proposition 1.3 



2 Liste des systèmes de Gauss-Manin pour les singularités 
isolées simples d'intersection complète de courbe espace 

Dans cette section, on calcule le système de Gauss-Manin associé aux singularités isolées simples 
d'intersection complète, dans le cas important celui de la courbe espace i.e. n = 1, k = 2, m = 3. 
La forme normale des singularités isolées simples d'intersection complète (SISIC) a été obtenue par 
M.Giusti (ÏÔ). Par la suite, on établit une liste des notions nécéssaires pour décrire le système de 
Gauss-Manin associé aux SISIC comme (1.10.1) et (1.10.2). 

0. Polynômes /i et fa, 

1. Poids des variables, w\ :—w(xi),W2 :—w{x2),w^ := w(x^) 1 pi :=w(fi),p2 :=w(f2), 

2. L'espace vectoriel F, 

3. L'espace vectoriel $ défini dans 1.3, 

4. Les matrices et P( 2 \ 

5. La fonction définissant la valeur critique A (s) pour la déformation X s . 

Pour la description de la matrice P^(s) du 4. ci-dessus, on se sert d'une expression comme 
suit: 



(2.1) 



F (2) (s) = Q(s) x V x S, 



où les matrices composantes sont dans GL(fi,C[s]). Notamment, Q(s) indique une matrice diago- 
nale avec les éléments monomiaux en les variables si,S2! V est une matrice diagonale d'éléments 



rationnels, E 



Ici on a noté par G SL(vk, Z), 1 < k < m la matrice de permutation d'ordre Vk, 



cri 














(72 
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Cfc 



telle que a^ k = id Uk . Dans la suite, on décrit P^(s) par les données Q(s), V et P\, v 2 , ■ ■ ■ , v m telles 
que Y^iiLi v k = M- Dans les cas ci-dessous, les matrices et P^ sont toutes les deux matrices 
semblables à des matrices diagonales. On a choisi la numérotation de la base de <£> de sorte que P^ 
soit une matrice diagonale. Par la suite, nous notons tout simplement dx\dx2,dx2dx 3 etc. au lieu 
de dx\ A dx2, dx2 A dx 3 afin d'économiser les colonnes. 
Le cas S^m+s,?™ > 1. 

0- 

fi(x 1 ,x 2 ,x 3 ) = x\+xl+xl m = 
f2{xi,x 2 ,x 3 ) = x 2 x 3 = 



1. 



2. 



w(xi) = m,w(x 2 ) = m,w{x 3 ) = l,pi := w(fi) = 2m, p 2 := w(f 2 ) = m + 1. 



F = {x 3 dxidx 2 , x 3 dx 3 dxi, x 3 dx 3 dxi, • • • , x^" 1 1 dx 3 dxi, dx\dx 2 



3. 



dx 3 dx\,x 3 dx 3 dxi, • • • , x 3 m dx 3 dx\,dx2dx 3 }. 

m+l m 



$ — {1, X 3 , ■ ■ ■ , X 3 , X 2 , X 3 , X 3 , ■ ■ ■ , X 3 ,Xi}. 
m+l m 



w((j>j) = {0, 2, • • • , 2m, m, 1, 3, • • • , 2m — 1, m}. 



2m+l 



4. P« =diag(s 2 ,l, 1,0) 



Q = diag(l, s 2 , • ■ ■ , «2, 1, 1 «2, ■ • ■ , s 2 , 1), fi = v 2 = m + 1, f 3 = 1. 

m m+l 

y = diag{2m 1 2~^~2 1 2m, 2~^~2) 
5. 



Le cas S l 2m +4,m > 1 



/ifci.ato.a*) = x\+x 2 2 +xf l+1 = 
/ 2 (a;i, 22,2:3) = a; 2 a;3 = 



w(xi) = 2m + 1,10(0:2) = 2m + 1, w(x 3 ) = 2,p 1 := w(/i) = 2(2m + l),p 2 := w(/ 2 ) = 2m + 3. 
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2. 



F = {x^dx\dx2, x^dx^dxi, x\dx%dx\, • • • , Xg™ dx^dxi, 

m+l 



dx\dx2, dx^dxi, x z dxzdx\, • • • , x 3 m dx 3 dx\, dx2dxz}. 

3. 



m+l m+l 



ê = {l,xl---,x 2 3 m ,x 2 ,x 3 ,xl,---,xl m+1 ,x 1 }. 

m+l m+l 



w{<t>j) = {0,4,---,4m,2m + l,2,6,---,2(2m+l),2m+l}. 

2m+2 



4. PW =rfia 5 (s 2 ,l, 1,0) 



Q = diag(l, s 2 , • ■ ■ , «2, 1, 1, «2, • ■ ■ , «2, 1), ^i = 2m + 3, z/ 2 = 1. 

m m+2 

F = diag(2m+ 1,2~~~2, 2m+l,2~^~2). 
5. 

A( S ) = s 2((^l_ ) 2m + 3 + (_fl_)2m+l ) _ 

Le cas Tj. 

0. 

/i(xi,x 2 ,x 3 ) = x^ + x\ + Xg 1 = 

/ 2 (xi,X2,X 3 ) = X 2 X 3 = 



2. 
3. 



io(xi) = 3,10(0:2) = 2,10(0:3) = 2,pi := w(fi) = 6,p 2 := io(/ 2 ) = 4. 
F = {x 3 dx\dx2, x\dxzdxi, dx\dx2, x^dx^dxi, X2dx\dx2, dx^dxi, dx2dx%}. 



ê = {l,xl,x 2 ,xl,xl,x 3 ,xi}. 
w(<j> j ) = {0,6,2,4,4,2,3}. 

4. PW =diag(s 2 , 1,1, 1,1, 1,0) 

Q = diag(sl, 1, 1, s 2 , 1, s 2 , 1, s 2 , 1), ^1 = ^2 = 1/3 = 2, z/ 4 = 1. V = diag(3, 3,3, 3,3, 3, 2) 
5. 

A(s) = s 2 2 (s 2 -4s 3 2 f. 



Le cas Ts. 

0. 



/i(xi, 0:2,0:3) = x\+x\ + xl = 
/ 2 (xi,X2,x 3 ) = 0:20:3 = 



w(xi) = 6,w(x 2 ) = 4,10(0:3) = 3,pi := io(/i) = 12,p 2 := w(.f 2 ) = 7. 

2. 

F = {x3<ixi<ix2, 0:3^x3^x1, dxidx 2 , x^dxsdxi, x 2 dxidx 2 , dx^dxi, x^dx^dxi, dx 2 dxs}. 
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$ = {l,xl,X2,xl,X2,X 3 ,xi,X 1 }. 

w(<f> j ) = {0,9,4,6,8,3,12,6}. 

4. 

PW =diag{s 2 , 1,1, 1,1, 1,1,0) 

Q = dm ff (l, 1, s 2 , s 2 , 1, 1), i/i = 7, iA2 = 1. = dias(4, 3, 4, 3, 4, 3, 3, 1) 
5. 

Le cas T 9 . 



0. 

1. 

2. 

3. 



22,2:3) = x\+x\+x\ = 

/2(xi, 2:2,2:3) = X2X3 = 

w(xi) = 15, w(x 2 ) = 10, w(x 3 ) = 6,pi := w(/i) = 30, p 2 := w(/ 2 ) = 16. 

F = {x 3 dx\dx 2 , x\dx 3 dx\, x 2 dx\dx 2 , dx 3 dx\, 
x\dx 3 dxi,dx\dx2-,x 3 dx 3 dxi,x\dx 3 dx\,dx2dx 3 }. 

$ = {1,2:3, 2:2, 2:3, x\, x 2 , xj,xl, Xx}. 
wtyj) = {0, 18, 20, 6, 24, 10, 12, 30, 15}. 

4. 

PW = dia 5 (* 2 , 1,1, 1,1, 1,1, 1,0) 

Q = diag(l, s\, s 2 , 1, s 2 , 1, S2, s|, 1), ^1 = 8, v 2 = 1- V = diag(5, 3, 5, 3, 3, 5, 3, 3, 2) 
5. 

A(a) = S2 (5 5 3 3 S ?- 2 24 S2 5 ). 

Le cas Uj. 

0. 

/i(2;i, 2:2,2:3) = x\ + x 2 x 3 = 
/2(2;i, x 2 , 2:3) = xix 2 +2;| = 



1. 

2. 



4. 



w(xi) = 4,io(ar 2 ) = 5,io(ar 3 ) = 3,pi := tu(/i) = 8,p 2 := w(.f 2 ) = 9. 

F = {x 3 dx 2 dx 3 + xidxsdxi, x\dx 3 dx\ + x\dx\dx 2 , 
x\dx 2 dx 3 + X\X 3 dx 3 dxi, dx 3 dxi, dx 2 dx 3 , dx\dx 2l x 3 dx 3 dxi}. 

$ = {1,2:12:3, 2:3, xi, x 2 , x\, 2:12:3}. 
= {0,10,3,4,5,6,7}. 

=dio fl (si,l, «i,l, 1,1,1) 



Q = dia#(l, s 2 , 1, 1, 1, 1, 1), vi = 7. V = diag(3, \, 3, 1, 2, ±, 1) 
5. 

A(s) - 2 22 s? - 3 15 4 
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Le cas Us- 



1. 



3. 



fi(xi,x 2 ,x 3 ) = x\ + x 2 x 3 + x\ = 
f 2 (xi,x 2 ,x 3 ) = x x x 2 = 



w(xt) = 3,w(x 2 ) = 4,w(x 3 ) = 2,p 1 := w(fi) = 6,p 2 := w(f 2 ) = 7. 

F = {x\dx 2 dx 3 ,x\x 3 dx 3 dx\ — — dx\dx 2 , 
x\x 3 dx 2 dx 3 ,dx 3 dx\,dx 2 dx 3 ,x 3 dx 3 dx\ — ^-dx\dx 2 , x\dx 3 dx\, dxidx 2 }. 

ô 

ê = {l,xlxs,x 3 ,x 1 ,x 2 ,xix 3 ,xl,xl}. 
w{<t>i) = {0,8,2,3,4,5,6,4}. 



=diag(s 2 , 1,52,1,1, 1,1,0) 



Q = diag(l, s 2 , 1, 1, 1, 1, 1, l),^i = 7,v 2 = l.V = diag(2, ^,2, 1, 2, ^, 1, 3) 
5. 

A( S ) = s!(2 4 3M - 7 7 ^). 

Le cas Ug. 

0. 



2. 



£2,2:3) = xj+x 2 x 3 = 
/ 2 (a;i,a;2,a;3) = x x x 2 + x 4 = 



= 5, w(x 2 ) = 7,w(x 3 ) = 3,pi := iu(/i) = 10, p 2 := w(/2) = 12. 

F = {x 3 dx2<ix3 + x\dx 3 dx\,x\dx 3 dxi + x\dx\dx 2l x\dx 2 dx 3 + x\x\dx 3 dx\ 
x 3 dx 3 dx\, dx 2 dx 3 , dx\dx 2 , x\dx 3 dx\,x\dx 2 dx 3 + xix 3 dx 3 dx\, dx 3 dx\, }. 

$ = {1,2:1X3, x\,X\X 3 ,X 2 ,x\,Xix\,X 3 ,X]}. 

W (^) = {0,14,6,8,7,9,11,3,5}. 



4. 



P« =dio fl (ai,l,ai,l,l,l,ai,l) 

Q = diag(l, a 2 , 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1), z^i = 4, z/ 2 = 5. V = diag(3, ±, 3, 1, 8, |, 1, 3, 1) 
5. 

A( s ) = (5 5 S ?- 2 4 3 6 ^)2. 

Le cas W$. 
0. 
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fi(xi,x 2 ,x 3 ) = x%+xix 3 = 
fz{x\, x 2 ,x 3 ) = x\ + x\ =0 

1. 

w{x\) = 6,w(x 2 ) = 5,w(x 3 ) = 4,pi := = 10, p 2 := io(/ 2 ) = 12. 

2. 

F = {3xi(ix2rfa;3 + 2x 3 dxidx 2 , x\dx 2 dx 3 + x\dxidx 2 , 
3x^x 3 dx 2 dx 3 + 1x\dx\dx 2 , dx 2 dx 3 , dx\dx 2 , x 3 dx 2 dx 3 , dx 3 dxi, x 3 dx 3 dxi}. 

3. 

$ = {l,x 1 xl,xs,x-t,xl,xixs,x 2 ,x 2 xz\. 
w^j) = {0,14,4,6,8,10,5,9}. 

4. 

P (1) = diag{6s 2 , 5, 6s 2 , 1, 1, 2, 0, 0) 

Q = diagÇL, s 2 , 1, 1, 1, 1, 1, 1), v x = 6, v 2 = v 3 = 1. V = diag(5, 1, 5, i, ±, 1, 1, 2) 
5. 



Le cas T^g. 
0. 



1. 



2. 



3. 



4. 



/i(xi,2!2,2;3) = xl+xixz = 
M^i, £2,2:3) = xj+x 2 xj = 



w(x!) = 5,w(x 2 ) = 4,w(x 3 ) = 3,pi := w(fi) = 8,p 2 := w(f 2 ) = 10. 

F = {x\dx 2 dx 3 + x 3 dxidx 2 , x 2 x 3 dx 2 dx 3 + x\dx\dx 2 ,x\x 2 dx 2 dx 3 + x 2 x 3 dx\dx 2 , 
dx 3 dxi, x 3 dx 2 dx 3 , 2xidx 3 dxi + x 2 dx 1 dx 2 ,dx 2 dx 3 ,dx 1 dx 2 ,x 2 dx 2 dx 3 \. 

ê = {l,x 1 x 2 x 3 ,x 2 ,xl,x 1 x 3 ,x 3 ,x 1 ,x 2 x 3 ,x 1 x 2 }. 
«;(&) = {0,12, 4, 6, 8, 3, 5, 7, 9}. 

= diag{2s 2 , 4, 2s 2 , 1, 2, s u 2, 2, 2) 



Q = diag{\, s 2 , 1, • • • , 1), z/i = 5, z/ 2 = 4. V = diag(2, 1, 2, 2, 1, 5, 1, 1, 1) 
5. 

A( S ) = ^ (2 i2 s 5_ 55s 4 )2 _ 

Le cas Z 9 . 
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0. 



fi{xi,x 2 ,x 3 ) = x\+x\+x\ = 

f 2 {xi,X 2 ,X 3 ) = XxX 2 = 



w(xi) = 3,w(x 2 ) = 3,w(x 3 ) = 2,pi := w(fi) = 6,p 2 := w(f 2 ) = 6. 

2. 

F — {x\dx 2 dx 3 , x\dx 3 dxi, dx 2 dx 3 , dx 3 dx\, x\x 3 dx 2 dx 3 , 
xix 3 dx 3 dx\, x 3 dx 2 dx 3} x 3 dx 3 dxi, dx\dx 2 }. 

3. 

$ = {l,x\,X 2 ,Xi,X 3 ,x\x 3 ,X 2 X 3 ,XiX 3 ,x\}. 

w{<t>j) = {0,6,3,3,2,8,5,5,4}. 

4. 

P« =dia fl (*2,l,l,l,«2,l,l,l,0) 

Q = diag(l, s 2 , 1, 1, 1, s 2 , 1, 1, 1), v\ = v 2 = v 3 = v 4 = 2, u 5 = 1.V = diag(2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 1) 
5. 

A(s) = 5|( S f-4 S 2) 4 . 

Le cas Z\q. 

0. 

f /i(zi, £2,2:3) = x\ + x 2 x\ = 
1 /2(ari,a;2,a;3) = x^ + x\ =0 

1. 

w(xi) = 7,w(x 2 ) = 6,w(x 3 ) = 4,pi := io(/i) = 14, p 2 := w(f 2 ) = 12. 

2. 

F = {3x2(ix3dxi + 2x 3 dxidx 2 , x\dx 2 dx 3 + x 3 dx\dx 2 , x 3 dx 3 dx\, dx\dx 2 , dx 3 dx\, 

X\X 2 dx 2 dx 3 + x 2 x 3 dx\dx 2 , 3x 2 x 3 dx 3 dxi + 2x\dx\dx 2 , 2x 3 dx 3 dxi + x 2 dx\dx 2 , dx 2 dx 3 , x 3 dx 2 dx 3 } . 
3. 

è = {1, X 3 , 2:2X3,2:3, X 2 , X2X3, X 3 , X 2 Xg, Xi, X1X3}. 

w(<j>j) = {0, 12, 10, 8, 6, 18, 4, 14, 7, 11}. 

4. 

pW = diag{6s 2 , 3, 2, 3, 2, 3, 6s 2 , 7, 0, 0) 

Q = diag{\, 81, 1, 1, 1, s u 1, s 2 , 1, 1), ^1 = 8, i/ 2 = ^3 = l.V = diag{7, 2, 1, 2, 1, 2, 7, 2, 1, 1) 
5. 

A( S ) = S ^4(7 7 S ?- 2 8 3 3 4). 
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3 Les spectres du système de Gauss-Manin 



Pour les singularités simples SISIC, on peut mettre en évidence les informations topologiques 
sur la singularité à partir des systèmes (1.10.1) et (1.10.2). Nous formulons ce fait comme suivant. 
3.1 

Théorème 3.1 1. Le système de Gauss-Manin pour 1$ associé aux singularités isolées simples 
d'intersection complète de courbe espace s'écrit sous la forme suivante: 

(3.1.1) P' {1 \si){siid^ - -L^U = -s 2 P l{2 \s2)^-U, 

àsi pi pi ôsi 

où P'^'^Si), une matrice diagonale, et P'^(s2), une matrice semblable à une matrice diagonale. 

—Lç, = diag{\i, ■■■ , A M j, \j = . 

Pi pi 

D'une façon analogue: 

(3.1.2) P'W(s 2 )(s 2 id ~ - -L 9 )U = ^ S iP' (1) (5i)^-I*. 

OS 2 P2 P2 às 2 

2. (la symétrie des spectres). Notons a € la permutation telle que: 

Âi < Â a < • • • < Â„, 
alors il existe un nombre rationnel Ao tel que 

A - A, ; = A^ - A , 1 < i < £t. 



Définition 1 Nous appelons les rationnels {A 1; • • • , A M } £ ^-Z> les spectres du système de Gauss- 
Manin (3.1.1). D'une façon analogue, {^Ai, • • • , ^A M } £ ^^>o les spectres du système (3.1.2). 



Remarque 1 La propriété de symétrie des spectres de la structure de Hodge mixte de la cohomolo- 
gie relative associée à SUC a été démontrée par W.Ebeling et J.Steenbrink ||. Les calculs concrets 
ont été achevés par ce dernier pour les singularités isolées unimodales d'intersection complète 

Notre approche est différent de celui de Ebeling-Stccnbrink, puisque nos objets principaux sur 
lesquel la transformation de monodromie agit sont les espaces V et $ de Greuel-Hamm. En général 
la dimension de la cohomologic relative est plus grande que le nombre de Milnor de la singularité Xq 
car une structure supplémentaire intervient dans la cohomologie relative. Notamment ils regardent 
une déformation d'une SUC dépendant de deux paramètres: 

(f,g):(X s ,x)^(C 2 ,0), 

en sorte que la fonction g définisse une singularité isolée d'hypersurface non-dégénérée. C'est la 
cohomologie de la fibre de Milnor de g qui s'entremet dans la cohomologie relative. 
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3.2 Démonstration 

1. D'abord on observe la possibilité d'étendre la connexion de Gauss-Manin sur un module 
plus grand que F. On regarde un module F' = F[-^, -jk] au lieu de F, et choisit sa base w/, (1 < 
i < m) de telle sorte que la relation suivante analogue à (1.10.5) ait lieu pour ïp> = (J* ( s ) iE^'i), 
■■■ J 7(s) : 

(3.2.1) Lf'I^ = (pisiP' (1) (si) -P2S2-P' (2) (s 2 ))I$, 

où = diag{li, • • • , ^J, et ^ = w(û)-). Pour le voir, on définit les formes w/, comme suit: 

^' = 7^ si-^eC[ai,*r 1 ],etHsî-ïrGC[*2,*2 1 ],»W,<îi = 0,l,2,.... 
Nous nous servirons des notations 

P'«( Sl ) = diagis^s^ 1 ,- ■ ■ ,sf" , *2 4 *) x ^ (1) (^i, S2 ), 
P'( 2 )(s 2 ) = dia^sfVv ■ • , S f^) x ^ (2) (s ljS2 ). 

C'est à dire: 

(3.2.2) P'«( Sl ) - dia^î 1 ,- • -,4n x diafffrW • • • ,pW), 

P' {2 \s 2 ) = diag{sl\- ■ .,4") x diarf, ■ ■ ■ ,p|f } ) • S, 

où pf \ (1 < i < /i, £ = 1, 2) sont des rationnels et S une matrice comme dans (2.1). Cette opération 
est faisable pour toutes les pW,p( 2 ) calculées dans §2 car il existe au plus des entiers uniques 

h, h e [i,m] te i s q ue 

û j Adf 2 =P$(f)cj> jl (x)dx 

pour chaque j G 

En bref, on arrive à l'expression (3.2.1), si on multiplie la matrice diag(sï m s^ Sl , ■ ■ ■ , s 1 n>1 s 2 5>l ) 
du côté gauche à (1.10.5). On obtient par une manière analogue à (1.6.1): 

(3.2.3) ^-1 F , = P'«(si)I*. 
D'autre part, ayant difîérentié l'expression (3.2.1), on obtient: 

<A / i B (aJ/) = ÊbiPf) + PiSi ^p5 1) )/ 0j + X> Sl P i f( Sl ) - P2S2 P^( S2 ))^, 

foi Jj(s) j =1 u oi . =1 t/6i 

c'est- à- dire, 

(3.2.4) L F ,^-1 F , = ( Pl P'(D( Sl ) +Pi S i^-P' (1) )I* + bi S iP' (1) ( S i) -P 2S2 P' (2) ( S2 ))t^-I$, 

asi asi osi 

En suite, on remarque que la relation suivante: 

~, D /(i) ,<j>jdxi A dx 2 A dx 3 ^ D '( 2 ) a j-f /"A^ 1 A dx2 A ^3 x 
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donne une relation entre les éléments de matrices L$, Lpi et P'W 



ici S* = piSi^- +P2S2^j, le champ d'Euler sur 5. Ce dernier entraîne 



£(-4 + W + L*j)i$ fl + ) = 0, t = 1, 2. 

3=1 

Autrement dit, 

(3.2.5) P' (1) (L<i, - Lpt + Pl ■ idfj,) + E^P'W) = 



(3.2.6) P'W(L 9 -L F > +p 2 -id IJi )+E*{P'W) = 

En somme, (3.2.3), (3.2.4), et (3.2.5) nous mènent à conclure (3.1.1). 

La démonstration de (3.1.2) est parallèlle à celle de (3.1.1), en tenant compte de (3.2.6). 

2. Nous introduisons ici la notation \w\ := w\ + w 2 + W3 et \p\ := p\ + p 2 . Puisque Xj — 
— {w((j)j) + \p\ — \w\), il suffit de démontrer la symétrie entre les poids des éléments de l'espace <È>. 

On peut déduire de §, j|, 3.4 que la série de Poincaré P$(t) de l'espace vectoriel <t s'écrit 
comme suit: 

(3.2.6) P è (t) = ilfl-H + (1 _ t \p\-H) 1 n Ji ' -. 

Il est facile de voir que le polynôme Pj,(t) a coefficients symétriques par rapport au terme central 
jbl-M. C.Q.F.D. 



4 L'expression explicite de la transformée de Mellin de 

l'intégrale -fibre 

Dans cette section, nous essayons d'établir une expression explicite de la transformée de Mellin 
de l'intégrale - fibre au moyen des invariants topologiques de singularités. 
4.1. L'EDF et ses solutions explicites 

D'abord on établit les équations aux différences finies (EDF) pour la transformée de Mellin 
M < p j (z 1 ,z 2 ) de I^(si,s 2 ) : 



M 1 (zi,z 2 )= / Ij(si, s 2 )s z 1 1 s 2 :2 dsids2 

J y 



pour un certain 7 qui évite les pôles de Ij(si,s 2 ) (on note Mj(z) et Ij(s) au lieu de M^Azi, z 2 ), 
Ifa (si, s 2 ) pour alléger l'écriture). Il est évident que l'intégrale Mj(zi,z 2 ) est bien définie pour 
5R^i,5Rz2 >> 0, |Qfzi|, \^z 2 \ >> grâce à la régularité de tous ses points singuliers y compris 



l'infini de l'équation différentielle satisfaite par les intégrales Ij{s\, s 2 ) (voir Théorème 3.1 ). Cette 



démarche est bien formulée dans [fL6| §1, sous le terme de "transformation de Mellin algébrique" 
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On applique la transformation de Mellin à la relation (3.1.1). Alors on en tire l'EDF entre 
Mj(z\,Z2). A l'aide des fjk,Sk définis dans (3.2.2) et v k introduit dans le §2, elles s'expriment 
comme suit: 

(4.1.1) (zi + fj k + \ k + l)Mu{z\ + fjk,z 2 ) = VkZiM[ k _ï\(zi - 1, z 2 + 1 + 4), 

où v k £ Q V\ + v 2 + • • • + v m + 1 < k < V\ + ■ ■ ■ + v m +i, et [k — 1] = k — 1 si v\ + H Y v m + 1 < 

k < V\ ^ Y v m+1 , et [k — 1] = V\ +v% -\ Y v m +i si k = u\ + u% H 1- v m + 1. L'équation (4.1.1) 

se déduit du fait que l'intégrale Ik{si,S2) est liée à l'autre intégrale Ik'(si 7 s 2 ), par une relation 
non-triviale si et seulement si v\ + v 2 + • ■ • + v m + 1 < fc, k' < v\ + ■ ■ ■ + v m +ii i.e. si et seulement si 
elles sont toutes les deux d'un bloc de taille v m +\- Nous disons que la relation de récurrence (4.1.1) 

se ferme pour (f) Vl+U2 ^ ^„ m+ i(x), • ■ • , (f> Ul ^ ^ Vm+1 {x). On va représenter par le signe * l'une des 

singularités simples d'intersection complète de courbe espace i.e. * = S^, £7^,7)^, W^, (n > 5). 

Pour chaque singularité *, on désigne par dj la coordonnée du point d'intersection du diagramme 
de Newton du facteur irréductible du discriminant A (s) avec l'axe Zj,j = 1,2. 

Par récurrence, on obtient de (4.1.1) une EDF pour M k (z\, 22). Quant aux cas S^, nous renvoyons 
les lecteurs à [|J. 

Lemme 4.1 Soit * une des singularités de la liste de Giusti (i.e. SISIC courbe espace). Alors 
pour chaque singularité *, la transformée de Mellin M k {z\, Z2) de l'intégrale -fibre Ik(si,s 2 ) avec 
v\ + V2 + • • • + v m + 1 < k < v\ + • • • + f m +i, satisfait l'EDF suivante: 

v\ H hVm+l ^ 

M k (z 1 +d 1 ,z 2 -d 2 ) = V m JJ 



L(*,k,j;zi) 



k-l -, "m+1 



(4.1.2) x H 1 , x f[(zi+j)M k {z u Z2), 



où V m = Y\j=u 1 +v 2 +---+^ m T +i 1 v i ' P r °duit d'éléments de la matrice diagonale V = diag(vi, ■ ■ ■ ,1)^) 
de la liste de §2. 

= z\ + Aj + (j -k) + 5 kij di, k < j < v x -\ Y v m +x, 

£(*, k, j; z\) = Zx -Y Xj + (j - k) + v m+ \ + 1, v\ H Y v m + 1 < j < k - 1, 

avec <5fcj, delta de Kronecker. Les données Xj,d\,d2 sont classées pour chaque singularité * dans la 
liste du §J?. 

Pour résoudre l'équation (4.1.2), on établit un lemme. 
Lemme 4.2 L'équation aux différences finies 

M(z + a) = cf[^±^M(z), 

admet une solution comme suit: 

H vrv 0. 



v T(— — — —)T(— — ) 
M{z) = c^ TT -i— 2 y a g(z), 

j=X V a a ) \ a ) 

avec une fonction périodique g(z) = g(z + a). 
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A l'aide du lemme |4.2| , on obtient une expression explicite de Mk(z). Avant de formuler le 
théorème, introduisons la notation M ( j >ktlq (z),l < k,q < fj, qui correspond à la transformée de 
Mellin de l'intégrale I^, k 7 (si, s 2 ) prise le long d'un cycle évanescent 7 Ç que l'on n'a pas précisé dans 
(1.8.1): 

1 2 /" c/jkdxi A dx 2 A dx 3 

w«i.-) = (ârf) y 



/a 7 ,( s ) (/1 - si)(/ 2 - s 2 ) 



Et 

M„ 



fc,7g 



(2i,«a)= / ^ fc , 7g (si, S2)si 1 S2 2 dsids 2 



pour un certain 2-cycle réel 7 qui évite les pôles de Itp k ,-y q {s). 

Théorème 4.3 Dans la situation décrite ci-dessus, pour v\ + V2 + - ■ ■+v m +l < k < isi + - ■ ■ + v m+ \ 1 
on a l'expression suivante: 



Mt k „ q (z) = vSx 1] r(-^L(*,k,j; Zl )) 



j=k 

fc— 1 . "m + l 



di' 

(4-1.3) x H n~L(*,k,j,;zi))x ][[ T(~{ Zl + j))" 1 x + ^)- 1 ^i), 

J=flH h"m J = l 

avec C q G Z>o, 1 < q < /U, ei (1 = 0. ici <?(.zi) est une fonction méromorphe périodique telle que 
g( z i) =g{zi +di). 



Démonstration II suffit d'appliquer lemme |4.2| à (4.1.2). Quant aux Ç q , ils sont déterminés par 
l'équation déterminante pour les exposants caractéristiques à s = du système (1.10.1), (1.10.2) (la 
méthode de Frobenius) || . Il est facile de voir que la série des exposants caractéristiques ( q contient 
la série des entiers ( q = 0, 1, 2, • • • . C.Q.F.D. 

Nous notons supp(M < j >kylq )(zi, Z2) C ^Qzi x ~^Qz 2 des points d'intersection des droites polaires 

-)-£(*, fc, j; zi), -r-L(*, k,j; zi), diz 2 + d 2 zi G Z> . 
ui d\ 



En liaison avec le Théorème 3.1 



nous remarquons que 

^ - El 
di P2 ' 

C'est les points de suppM ( f >k! ~ /q (zi, z 2 ) qui vont essentiellement contribuer à la transformation in- 
verse de Mellin de M$ ka (zi, Z2) qui nous permet de récupérer /^ fc ,7,(si, S2). Si on choisit la fonc- 
tion méromorphe périodique g(zi) dans (4.1.3) en sorte que la transformation inverse de Mellin 
de M c f >knq (zi, z 2 ) ait sens (cf. l'astuce de Nôrlund de §4.2 ci-dessus), alors on verra facilement la 
propriété suivante de cet ensemble. Ici on fait attention à l'inégalité i/j < di,j — 1, 2, ... 

Corollaire 4.4 Pour un cycle évanescent quelconque 7, l'ensemble supp(M^, k ^)(zi, z 2 ) consiste en 
les points de la forme 

(-Xi + a, -3^ (Ai + &)), 1 < i < m, (a, b) e Z 2 
di 

qui sont contenus dans un cône Tk 



de sommet (— — di, ^r(\k + <^i)) 



r fe = {(zi,z 2 ) e C 2 ; zi > -A fc - di, + -f > 0} 

«1 «2 
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Si on regarde plus précisément la projection proj Zl (M ( j >ltl (zi, Z2)) sur l'axe z\ de supp{M c j >kn ){zi, Z2), 
les suites suivantes s'obtiennent: 

proj Zl (M (j>ltl (zi, z 2 )) Ç {-Ai - di, -A 2 - 1, -A3 - 2, • • • , 1 - v x - A^} + diZ> , 

Wojz 1 (M < f >2t - y (zi, z 2 )) ç {-A 2 - di, -A 3 - 1, -A 4 - 2, • • • ,1 - v\ - Ai} + diZ> . 



proj Zl (M 4>kn (z 1 ,z 2 )) Ç {-A fe - tfi, -Afe+i - 1, -A fc+2 - 2, • • • , 1 - v m - X[k-i]} + diZ> , 

pour k tel que v\ + v 2 + • • ■ + ^ m < fc < fi + • ■ • + ^ m +i. La notation [k — 1] est la même qu'au début 
de la section. 

Remarque 2 II est opportun d'évoquer ici le travail |2î| de A.N.Varchcnko qui a défini, dans le 
cas des singularités isolées d'hypersurface associées au germe / : (C™,0) — > (C,0), le poids d'une 
forme holomorphe u> de la façon suivante: 

1 f L) 

a(uj) = inf{a G Q; — ( / -77) -> lorsque t -> 0} 

t J 1 (t) «J 

= min{a £ Q; il existe < k < n — 1 tel que A^. Q 7^ 
du développement asymptotique / — ~ E E ^fe,a* a (l°g *) fe }> 

-'7(t) A6Aa6L(A) 0<fe<n-l 

où 7(t) est un cycle évanescent lorsque t —> 0, L(A) = {/3 > —1; exp(—2irij3) = A}, A = { les valeurs 
propres A de la monodromic de Picard-Lefschetz de la singularité f(x) = }. 



Il est facile de voir que dans notre situation le bord du cône introduit dans le Corollaire 4.4 
correspond à a(ui) de Varchenko. En particulier, si la valeur critique de / est constituée d'un cusp 
(et d'une droite en position générique) notre Ai donne la monodromie de Picard-Lefschetz de la 
singularité. 

A juste titre, on pourrait donner une autre définition plus générale des spectres du système de 
Gauss-Manin au lieu de la Définition |ï|. 

Définition 2 Les spectres du sytème de Gauss-Manin associé aux SUC courbe-espace quasiho- 
mogène consistent en les données suivantes: la partie de l'ensemble des droites contenue dans le 
bord d'un cône [j supp(M$ htl )(zx, Z2), 1 < k < fJ,, où 7 parcourt tout les cycles évanescents de la 
singularité. 

D'après cette nouvelle définition, les spectres du système (3.1.1) sont donnés par le bord d'ensembles 
{{zi > -A fc - di} n {d x z 2 + d 2 z x > 0}), 1 < k < (m. 

Remarque 3 II faut remarquer que les réseaux de l'ensemble supp{M ( j >ktl ){z\, z 2 ) donnent naissance 
à la bonne K-filtration (k =2) introduite par C.Sabbah J2C| |, pï| . 

Donc il suffit d'appliquer sa Proposition 1.2. de pïj à cette bonne filtration, pour voir l'existence 
de l'ensemble Ci de formes linéaires et d'un polynôme à une variable 0^1 tels que 

[II 6i4( i ( s ))]/r/*= p i( œ i. a 2^3î^.^.^*i.*a)A* 1+1 /â a J 

pour les polynômes fi, f 2 traités dans cet article. Ici nous avons comme l'ensemble Ci, Ci = 
{si + Afc + di — a, dis 2 + d 2 si — 7}, avec certains a, 7 G Z> , et Ai, • • • , A M les spectres du système 
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de Gauss-Manin. Il est naturel de considérer le polynôme Ilie^ ^l,i(L(s)) ci-dessus comme la 
b— fonction en 2-variables. 

Quant à l'EDF correspondant aux décalages en S2, elle s'obtient d'une façon analogue en partant 
du système (3.1.2). 

où £2 = {S2 ~ — Pi d\S2 + d 2 si — 7}, avec certains /3, 7 £ Z>o. Les notations sont les mêmes 
que celles de C\. 

4.2. L'intégrale- fibre en tant qu'une fonction hyp erg éométrique généralisée 

D'ailleurs il serait utile de voir le résultat du Théorème |4.3| en liaison avec la notion des fonc- 
tions hypergéométriques généralisées (FHG) au sens de Mellin-Barnes-Pincherle ||, |ïq| . Par cette 
formulation la FHG de Gauss s'exprime par l'intégrale, 

1 [ zo+loc ( , z T(z + anz + /3n-z) j v 
— / (s) — — ■ — r dz, -îia, -M0 < z . 

^Jzo-ioo r(z + 7 ) 

Pour assurer la convergence de la transformée de Mellin inverse de M c f >kn (z) de (4.1.3): 

(4.2.1) f s^ Zl - 1 s- Z2 - 1 M lPk ^{z)dz 1 dz 2 , 

on vérifie que l'EDF (4.1.2) admet la solution M c j >k (z) telle que pour un certain e > 0, 

| M r f >k (z) \< Ckexp(—e \ Im z |) lorsque Im z —> 00, dans un secteur d'ouverture < 2tt. 

Pour voir l'existence d'une solution de l'EDF avec décroissance exponentielle, on recourt à une 
astuce de Nôrlund |Ï8|. Sa technique consiste en un choix du facteur g(zi) de (4.1.3) qui doit être 
une fonction méromorphe de période d\. Si on note z = — ^p, notre analyse de (4.2.1) est réduite à 
l'étude de l'intégrale 

(4.2.2) P +î °° s*g(z) f[ y^r^dz. 

Jz Q -ioo fJ[ T ( Z + P3) 



Lemme 4.5 Si on choit une des fonctions suivantes g + {z) (resp. g~{z)) en tant que g{z), alors 
l'intégrand de (4-2.2) est de décroissance exponentielle lorsque Im z tend vers 00 dans le secteur 
< arg z < 2ir, (resp. —ir < arg z < ir.) 



Démonstration 

Il suffit de se rappeler 



g±{z) = l + e ±2*i0„ TT sin2Tr(z + a,) ^ 
sin2ir(z + pj) 



Pu = -l + Ej=l(Pj -otj) 



" Tjx + iy + a,) C(mstl 

nr(x + iy + Pj ) iyi 
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lorsque y — > ±00. Ici, on se sert de la formule de Binet: 

_ 2 

logT(z + a) = logT(z) + alogz - — — + 0{\ z |~ 2 ) 

si | z |>> 1, (Whittaker-Watson, Chapter XII, Example 44). Le facteur | s—( x +*v) |= r~ x e 6y , pour 
s = re l9 donne la contribution exponentiellement décroissante dans chaque cas. C.Q.F.D. 

Ainsi on a démontré la convergence de l'expression (4.2.1) pour un certain II qui est obtenu 
comme un produit du chemin d'intégration dans C Zl et celui dans C Z2 . 

Proposition 4.6 L'intégrale- fibre -^,7,(2) des SISIC prise le long d'un cycle évanescent j q est 
une FHG au sens de Mellin-Barnes-Pincherle définie par l'expression suivante 

n 



pour le M ( p k , lq {z) qui apparaît en (4-1.3) avec g{z{) — g + (— introduit dans Lemme (^5 



5 Des cas unimodaux et des autres cas accessibles 

Malgré le caractère restrictif de calculs faits dans les sections précédentes, nos démarches s'appliquent 
aux autres cas qui contiennent des séries infinies. 

5.1. Le cas non-résonant. 

On regarde l'application quasihomogène suivante, 

(5.1.1) 

/i(xi,a:2,a;3) = xf + xf + xf = 
f2(xi,x 2 ,x 3 ) = XlX 2 = 

où on impose la condition que les poids Wi et Wj ( 1 < i,j < 3) soient premiers entre eux. Nous 
l'appelons le cas non-résonant. Selon la notation du §2, p\ = q\W\ — q 2 w 2 — q 3 w 3 ,p 2 = Wi + w 2 . 
Pour voir l'analogie du cas (5.1.1) avec les cas de singularités isolées simples de courbe espace, on 
établit l'énoncé suivant: 

Lemme 5.1 Pour {f\,f 2 ) de (5.1.1) sous l'hyp othè se sur les poids w%, 102,103 comme ci-dessus, les 



matrices pM,p( 2 ) définies dans la Proposition LS sont semblables à des matrices diagonales. Plus 



précisément, pour chaque 1 < j < fx, il existe au plus des uniques j% et ji tels que 

(5.1.2) ujj A df 2 = Pjf 2 (f) j2 dxi A dx 2 A dx 3 

(2) 

(5.1.3) lûj A dfi = Py((j)j x dxi A dx 2 A dx 3 

avec P$ ^ 0, Pffi et j\ 7^ j 2 . En revanche pour chaque indice j , on trouve au plus des entiers 
uniques ji , j 2 tels que 

(5.1.4) wj 2 A dfx = P^(j}j(x)dxi A dx 2 A dx 3 

(5.1.5) fa A df 2 = P^.(j) : j(x)dxi A dx 2 A dx 3 
avec P (i) / 0,P^ + 0. 

323 313 
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Démonstration 

Nous faisons la comparaison entre les poids des termes. On démontre le cas (5.1.2). Le cas 
(5.1.3) se démontre d'une manière similaire. 

S'il existe un autre terme à part de (f)j 2 (disons </>ji ) qui participe à la décomposition (5.1.2), 
leurs poids satisfont les relations suivantes: 

tj +p 2 = w (Pj f 2 ) + w((f) j2 )+w 1 +w 2 +w 3 

(5.1.6) = w(P£)) + w{4>ï 2 ) + ™i + ™2 + w 3 . 

Remarquons que w(P^), io(PjV) G PiZ> +p2 1 Z>a- Donc la différence des poids de deux formes 
w(4>j 2 ) et w{4>f 2 ) doit appartenir au réseau des entiers p\Z + p 2 Z. 

Maintenant on se souvient de la formule de la série de Poincaré de l'espace $, (3.2.6). Pour le 
cas (5.1.1), elle devient, 

Pi(t) = 

(5.1.7) = £(93-1)^3 + (1 + ^3 + ... +t (q 3 -2)w 3 ^ 1 + t w 3 + ... +t q2W 2 + flUl + . . . + t ( Ql -l) Wl y 

De la formule (5.1.7), il est facile de voir que w(4>j 2 ) — w{4>ji ) piZ> + PiZ >a = qiWiZyç, + (w\ + 
w 2 )Z >0 . Cela veut dire que ^ S2C[s] si P'./ ^ 0. Autrement dit, si on trouve deux indices 

"2 

j 2 , j 2 pour lesquels (5.1.6) sont vérifié, alors ils sont pour ces indices: 

w((j)j 2 ) = kw 3 +p 1 ,w((f> j > 2 ) = kw 3 ,0 < k < q 3 - 1, 

d'après (5.1.7). Cette relation entraîne que P^ = cf\P^} pour certain constant c : 

A df 2 = {PjjUï 2 + P S^2)dxi A dx 2 A dx 3 

(5.1.8) = Pjjfoz + c.f 1 (j) n )dx 1 A dx 2 A dx 3 . 

Il faut remarquer ici que le terme de gauche est un monôme pour les singularités définies par (5.1.1), 
par contre le terme de droite doit être essentiellement polynomial sinon c = 0. Donc il faut qu'un 
seul terme Pjj) <j)y 2 prenne part à la décomposition (5.1.8). 

Pour voir que les indices 31,32 de (5.1.2), (5.1.3) sont différents, il faut calculer l'espace F : 

P F (t) = 

( 1 + t w 3 + ■ ■ ■ + t {qs - 1)W3 )t Wl +W2 + t w 3 (1 + t W3 + ■ ■ ■ + 1 fe - 2)W3 ) (t w 2 + • • • + t q2 W2 + t w 1 + --- + t ( - qi ~ 1)wi ). 

Des formes qui pourraient produire la situation avec ji = j2 dans (5. 1.2), (5. 1.3) sont celles dont les 
poids appartiennent au réseau wi+w 2 +w 3 +wiZ> + w 2Z>o+w 3 Z> n . Par le calcul direct des formes 
de F, les uniques formes qui satisfont cette condition sont x 2 x\dx 3 dxi £ F (0 < i < q 3 — 2). Cela 
achève la démonstration de (5.1.2) et d'une façon analogue (5.1.3). D'après une comparaison des 
séries de Poincarés Pp (t) et P<|(t) on peut conclure (5. 1.4), (5. 1.5) en tenant compte de (5. 1.2), (5. 1.3). 
C.Q.F.D. 
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On remarque ici que la condition de non-résonance a été essentiellement utilisée pour que le 
terme de gauche de (5.1.8) soit monomial. 

5. 2. La liste de Wall et d'Aleksandrov 

Pour les sing ular it és d 'int erse ction complète pas nécessairement simples, les résultats analogues 
aux Théorèmes 3.1, 4.3 et 4.4 sont valables. Notamment la série des singularités unimodales de 
la liste de Wall 

Pki,k>£>2,fj, = k + e + l, 



X-\ ~\~ Xn ~\~ Xr> 



X\X2 



G 2 m+&,in > 3 



fx(xi,x 2 ,x 3 ) 
h{x\,x 2 ,x 3 ) 



+ X 2 X'£ = 



G 2m+3 ,m > 3 



fi(xi, x 2 ,x 3 ) 
f 2 (xi,x 2 ,x 3 ) 



x{ +xf = 

c 2 + x 3 



x% -\-x\ =0 



FZ, 



6m +6 



FZ, 



6m+8 



h = Xl x 3 + xl + x 3 2 m+1 

f 2 = XiX 2 

h = x lX3 +xl+xl m + 2 

h = x x x 2 



On remarque la structure du module F analogue à celle des cas S^,T^ ( pour Pk,t) et des cas 
Ziq (G 2m+3 et G 2m+6 ). C'est-à- dire: 



P k 



F = {dx\dx 2 , x 2 dx 3 dx\, 
-î k 



dx 2 dx 3 , x 2 dx 2 dx 3 , ■ ■ ■ , x 2 2 dx 2 dx 3 , dx 3 dx\, xidx 3 dxi, ■ ■ ■ , x\ 1 dx 3 dx{\. 
wi = 21, w 2 = 2k, w 3 = kl, pi = 2kl, p 2 = 2{k + l)w. 
I = {l,x 1 ,---,x k 1 ~ 1 ,x 2 ,---, x e 2) x 3 }. 
w{(j) 3 ) = {0, 2t, ■ ■ ■ , 2(k - 1)1, 2k,---, 2kl, kl}. 



G 



2m+6 



F = {dx 2 dx 3 , x 3 dx 2 dx 3 , dx 3 dx\, dx\dx 2 , x 3 dx 3 dx\, 

m — 1 



3x 2 dx 3 dx\ + 2x 3 dxidx 2 , x 3 (3x 2 dx 3 dxi + 2x 3 dx\dx 2 ), ■ ■ ■ , 2 (3x 2 dx 3 dxi + 2x 3 dx\dx 2 ), 



m—l 



x 2 (rnx\dx 2 dx 3 + 2x 3 dx\dx 2 ), x 2 x 3 (mx\dx 2 dx 3 + 2x 3 dx\dx 2 ), ■ ■ ■ , x 2 x™ 2 {mx\dx 2 dx 3 + 2x 3 dxidx 2 ), 
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mx\dx2dx 3 + 2x 3 dxidx2,x 3 (mxidx2dx 3 + 2x 3 dxidx2), mx 2 dx 3 dx\ + a^cfeicfa^} . 
w\ — 2m + 3, il>2 — 6, Wa — A,p\ — 2(2m + 3),j>2 = 12. 
$ = {l,x 3 ,xj,- ■ ■ ,x™ +1 ,x 2 ,x 2 x 3 - ■ ■ ,X 2 X™ +1 ,Xi,XiX 3 }. 
wfa) = {Ai, 6 + Ai (0 < i < m + 1), 2m + 3, 2m + 7}. 

G2m+3 

m — 1 

, * s 

F = {dx2dx 3 , x 3 dx2dx 3 , dx\dx2, x 3 dx\dx2, x\dx\dx<i, dx 3 dx\, x 3 dx 3 dx\, • • ■ , x 3 n ~ 2 dx 3 dxi, 

m — 1 

, * V 

mx\dx2dx 3 + 2x 3 dx\dx2, x 3 {mxidx2dx 3 + 2x3<ixi<ix2), • • • , x™~ 2 (mx\dx 2 dx 3 + 2x 3 dx\dx2)}- 

Wi = m,w 2 = 3,w 3 = 2,p 1 = 2m, p 2 = 6. 
$ = {1, x 3 , £3, • • • , x 3 l+1 , x 2 , x 2 x 3 • • • , x 2 x 3 n ~ 2 1 Xi, XiX 3 ). 
w(<j)j) = {2i (0 < i < m + 1), 3 + 2j (0 < j < m - 2), m, m + 2}. 

F = {dx 3 dxi, x 3 dx2dx 3 , x 2 (3x 3 dx2dx 3 — dxidx2),0 <i< 3m — l,xi(dxidx2 — 3x 3 dx2dx 3 ), 
x\dx\dx 3 , x J 2 dx2dx 3 , < j < 3m, X2<ix3<ixi} 
»i = 2(3m + 1), W2 — 3, w 3 = 3m + l,Pi = 6m + 5,p2 = 3(3m + 1) 
$ = {xi , x§, x 2 , x\, < i < 3m + 1, x\x 3 , < k < 3m} 
w(0i) = {2(3m + 1), 4(3m + 1), 3i, < i < 3m + 1, 3k + 3m + 1, < k < 3m}. 

FZe m+ s 

F = {dx 3 dx\, x 3 dx2dx 3 , x 2 (3x 3 dx2dx 3 — dx\dx2), < i < 3m, xi(rfxi, rfx2 — 3x 3 dx2dx 3 ), 
X\dxidx 3 ,X2dx2dx 3 ,0 < k < 3m + 1, X2dx 3 dx\} 
wi = 2(3m + 2), W2 = 3, w 3 = 3m + 2,pi = 6m + 7,p2 = 3(3m + 2), 
è = {xi,x|,xf,x 2 ,0 < i < 3m + 2,x\x 3l Q < k < 3m + 1} 
w{<j)j) = {2(3m + 2), 2(3m + 2), 4(3m + 2), 2i, < i < 3m + 2, 2k + 3m + 2, < k < 3m + 1}. 

On trouve chez A.G.AleksandrovQ une série des singularités C/ 2m +i ( dans |2?j on trouve Je m +7, 
J&m+v) dont le système de Gauss-Manin peut être calculé d'une façon analogue au cas t/7, Ug : 

U 2m +i,m > 5 

f /l(xi,X2,X 3 ) = X1X2+X3" = 
\ /2(xi,x 2 ,x 3 ) = X?+X 2 X 3 = 



F = {dx2dx 3 , dxidx2, x™ 1 dx 3 dx\ + X\dx\dx2, dx 3 dx\,x 3 dx 3 dx\, • • • , x™ 2 dx 3 dx\, 

m—l 

x 3 dx2dx 3 + x\dx 3 dxi, x 3 (x 3 dx2dx 3 + x\dx 3 dxi), • • • , X3™ _2 (x3(ix2(ix3 + Xidx3(ixi)}. 
u>i = m + 1, W2 = 2m — 1, w 3 = 3,p± = 3m, P2 = 2m + 2. 

I> = {1,X 3 ,X3, • • ■ ,X 3 ™ _1 ,Xi,XiX3 ■ • ■ ,xix 3 ™~ 1 ,x 2 }. 

wfâj) = {3i,m+ 1 + 3* (0 < i < m- l),2m- 1}. 
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Par un calcul semblable à celui des §2, §3, on obtient un analogue des Théorèmes 3.1 
On reprend la notation, 



et 



4.4 



2m J d 



bkdxi A dx2 A dxs 



a 1 (s) (A - S1X/2 - 82) ' 

/ h n (si, s 2 )sl 1 S2 2 ds 1 ds2, 
in 



pour un certain II qui évite les pôles de ifc j7 (s), et 1$ = (ii )7 (si, Sa), • • • , i p , 7 (si, S2)). En somme, le 
calcul des cas traités dans 5.1 et 5.2 donnent le résultat suivant. 

Théorème 5.2 1. Le système de Gauss-Manin pourlç, associé aux singularités isolées d'intersection 
complète de courbe espace des cas non-résonants (5.1.1), Pk,i,G2 m +6,G2m+3i FW13, FWig, if 13 
FZe m +6, FZ6m+8, HD13, HD14, if 14 de la liste de Wall et L^m+i de la liste d'Aleksandrov s'écrit 
sous la forme suivante: 

(5.2.1) p'(D( Sl )( Slîd _ = Pi S2 P'(2)( S2 )^_i $j 

OS! pi pi dsi 

où P'^(si) : une matrice diagonale, et P'^ 2 \s2) '■ une matrice semblable à une matrice diagonale. 

1 T ,. r , atx W(<f>j)+Wi+W2+W 3 -Pi-P2 

— L$ = diag{\i, • • • , Au}, X 3 = . 

Pi Pi 

D'une façon analogue: 

(5.2.2) P '(2) (s2 )( S2îd JL _ ± L9 ) U = £l Sl p'(i)( Sl )^_i $î 

OS2 P2 P2 OS 2 

avec les spectres {Ai, • • • , A M } possédant la propriété de symétrie. 

2. Soif * une des singularités suivantes: cas non-résonants (5.1.1), Pk,i, G2m+6,G2m+3, U2m+i, 
FW13, FWig, if 13. Alors on a la formule suivante de la transformée de Mellin de l'intégrale- fibre 
Mk,i (z) associée à *. Pour chaque <pk G on trouve des ensembles d'entiers l[ k ' ^ et if^ 7^ 
tels que if 5 n I { 2 k] = 0, if ) U if 3 C [1, fi], k G if 5 ef 

M fct7 ,(«) = ^ n îe/ <*> r(-^L(*,fc,i; 2 i))x 

x rw« rc-^jZc*, k, 3; zi)) niS' l+l ^ fc> 1 n-^izi + f»- 1 x 

x(p 2 (z 2 - C«) +Pi^i)~ 1 5(^i) 

om on utilise les notations ci-dessous: 

L(*, zi) = zi + A, ; + (i-k) + ô k ^d 1 (k) 
L(*, fc, j; zi) = zi + A, + (j - k)+ | l[ k) | + | if > | +1, 

où ôk,j delta de Kronecker, di(k), ( q G Z>o, V k G Q, s(zi) une fonction méromorphe périodique telle 
que g(zi + di(k)) = g(zi). Les rationnels (spectres) Xj sont définis comme Xj — w ^ 3 ^ ^j" 1 — lïï.. 

3. Soit * une des singularités suivantes de la liste de Wall: FZ§ m+ §,FZQ m+ $, HD13, H Du, 
if 14. Alors, pour chaque (f>h G $ on trouve des ensembles d'entiers if 3 7^ 0, if 7^ 0j if ^ et un 
entier k G [1, fj] tels que l[ k) n if 5 - 0, if } n if } - 0, if 5 n if } = {jfe}, if 5 U if 5 U if 5 C [1, fi] 
avec lesquels la transformée de Mellin M& i7 (z) s 'écrif sous Za forme suivante: 
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M k , lq (z) = V*-km n. eJ („ T{—^L{*Xi\zi +r k ))x 

x n ig/ w r(- 3I i SJ î(*, + r fc )) ni= C i )|+|Jf r(-a^(«i + t + r k ))x 

>< n re 4*)\ { fc } (f^)(Pl(*l + T <0 +P2(Z2 - C 9 + ( Tfe))- 1 .g(zi) 

om crfc, rfc S Z et soii à r é Z,/Î r £ {Ai, . . . , A M } + Z soit à r G {Ai, . . . , A M } + Z, /3 r g Z. /ci on utilise 
la notation {Ai, . . . , A^,} + Z = {A G R : il existe Xi tel que A = Ai mod Z}. Les autres notations 
sont celles de l'énoncé 2. 



Première partie de la démonstration: Preuve des énoncés 1 et 2 pour Pk.i, G2m+6, 
G 2m+3 , U 2m +u FW 13 , FW 19 ,K 13 . 



On se rappelle que l'argument de la démonstration du Théorème 3.1 [L3| s'appuyait sur (a) le 
fait que les éléments des matrices pWjPC 2 ) sont monomiaux, (b) après un changement de base de 
<l et F, on peut supposer que P^(s) est une matrice diagonale et que P^ = (matrice diagonale) 
xE avec S G SL(fi, Z) telle que = id^. 

Les énoncés 1 et 2 se déduisent de (a) et (b). 

Preuve de (a) D'abord on se souvient de la série de Poincaré Pv(t), (1.2.3) dans le cas n = 1, k = 
2, m = 3, 

(5.2.3) Pv(t) = (l-tn(l-t P2 ) , Z ^7-^ + 

Cela et la relation (1.5.1) donnent: 

(5.2.4) M^OO) = + u;(aJi) - «;(&) - \w\ < 2(\p\ - \w\) - vi{<f> s ). 

D'autre part, pour que un élément de pA- (s) consiste de plusieurs monômes, il faut qu'il existe des 
paires de vecteurs entiers (a, (3) ^ (a',0 1 ) G Z> telles que: 

w(-P l ( / ) (s)) = api + (3 P2 = a'px + (3'p 2 . 

Pour les singularités de 5.1, 5.2 ci-dessus, il est impossible de trouver de telles paires de vecteurs 
entiers positifs d'après (5.2.4). Quant à la matrice P^ le même argument fonctionne. 
Preuve de (b) . 

Le lemme |5.l| a déjà démontré la propriété (b) dans les cas non-résonants. 

Afin de le p rouver dans les cas unimodaux qui figurent dans l'énonncé 2, on reproduit l'argument 
du lemme |5.l| . Plus précisément, il suffit de démontrer la validité de la décomposition comme (5.1.8) 
à laquelle en fait un seul terme prend part. On va démontrer que si on a une décomposition sous la 
forme suivante, 

(5.2.5) ûj A dh = (Pgfe + Pj-Uj' 2 )dx, 

L3 j Adf 1 = (pW<t> jl +P$ i <P jl )dx, 

alors pffl = ou p9:) = (P^ = ou P 1 ) 2 } = 0). Il est évident qu'il y aurait au plus deux termes 

à droite de (5.2.5), car ûj consiste au plus en deux termes. 

La liste ci-dessus donne la démonstration de l'énoncé (b) pour les cas Pk,i, G2m+3, G2 m +6, t^m+i- 
Quant aux cas FW%3, FWig, K\ 3 il suffit de comparer les poids quasihomogènes des formes 

ùjj 6 F et ceux de <f>i(x)dx, 4>i(x) G (Il n'est pas nécéssaire de calculer toutes les formes de F): 
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FW 3r+1 (r = 4,6) : 

f /i = + 4 

\ /2 = 2;i:E2 + d{ 

io(ô;j) = {r + 1 + 4(i + 1), 2(r + 1) + 4(i + 1), 3(r + 1) + 4i(0 < i < r - 1), 7r + 3} 
w(<j)j(x)dx) = {4(r+ 1) + 4i,5(r + 1) + 4i,6(r + 1) + 4i(0 < i < r - 1), 7r + 3} 

#13 : 

f /1 = x\ + x%x 3 
\ h = x l x 2 + x\ 

w(ûj) = {8, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 23} 
w{4> 3 (x)dx) = {15, 18, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 30, 33} 

Pour que la situation (5.2.5) avec deux termes non-nuls se produise, il est nécéssaire qu'il existe 
4>h > <t>j[ ' <t>h , <t>j' 2 e a, (3, 7, 5, a', (3', 7', 5' G Z> , ii ^ j[,j 2 ^ j'2 tels q ue 

2 g , iw(wj) +p 2 = w{<j>j 2 ) +api + f3p 2 + \w\ = w((t>j' 2 ) +a'p! + (3'p 2 + \w\ 

w(û)j) +pi = w(cf> jl ) + -ypx + Sp 2 + \w\ = wtyj/J + -f'pi + Ô'p2 + \w\. 

Afin de voir (b), il suffit de le vérifier pour ûj G F qui satisfait (5.2.6). Il n'existe pas de telle forme 
ûj G F dans les cas FW\ 3 ,FW\g. Dans le cas K i3 , on trouve les formes satisfaisant (5.2.6) comme 
suit: 

{ù 15 = 3x 1 dx 2 dx 3 + 2x 2 dx 3 dx 1 ,ù} ls = x 2 ù 15 ,Ùj 2 o = 2:3^15,^23 = x 2 x 3 Ùj 15 } 

où l'indice de chaque forme indique son poids quasihomogène. On voit facilement que la situation 
(5.2.5) avec deux termes non-nuls n'arrive pour aucune des formes ci-dessus. On a donc démontré 
que dans les cas de FW\ 3 , FW±g , K\ 3 , on trouve au plus des entiers uniques ji,j 2 G [1>m] pour 
chaque j G tels que 

û j2 Adf 1 =P^(f)^ j (x)dx 
û jl Adf2=P$(f)<i> j (x)dx 

avec p\ 2 \ ^ 0, Pj 1 } j^z 0. L'énoncé (b) s'en déduit immédiatement. 

Seconde partie: Preuve des énoncés 1 et 3 pour les cas FZ 6m+6 , FZ 6m+8 , HD i3 , H Du, 

Dans ces cas, on trouve des formes <pj(x)dx, <pj G $ et 1 < i ^ i' < tels que 

ûi A dfi = Pf) <j)j{x)dx 
ûi> A dfi = P^j<j>j(x)dx 

avec Pff ^ 0)-P,'j 7^ et l G {1,2}. Cela implique que (b) n'est pas valable pour ces singu- 
larités. Pourtant on trouve parmi elles des sous-ensembles $0 : = {4>h > • ■ • > 4>j v } C $ et F : = 
{cDjj , . . . , û>i u } C F,2 < v < \i, tels que les matrices Pq~\s), Pq 2 \s) G GL(v,G) ® C[s] définies 
comme dans (1.5.1) pour les formes de F et <pj x dx, . . . ,<\>j v dx soient toutes les deux des produits 
d'une matrice diagonale et d'une matrice de permutation. Bien entendu, pour la transformée de 
Mcllin Mj k (z) définie par le monôme 4>j k G $0 un énoncé parallel à celui du Théorème 3.1 est 
valable. 

Pour établir 1' énoncé 1, on reproduit un argument similaire à celui utilisé pour voir (b) dans 
les cas FW\ 3 ,FW\q,K\ 3 . Les formes satisfaisant (5.2.6) sont énumérées ci-dessous. On établit 
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aussi une liste des poids quasihomogènes de Cj w G F, l'espace $ et des poids quasihomogènes 

(f>j{x)dx, (f>j(x) G $. 



HD 13 : /i = x\ + x\x 3 

h = X-1X2+X3 

w(ûj) = {9,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,22,24} 

$ = {l,X 3 ,X 2 ,Xi,xl,X2X 3 ,xl,XiX 3 ,XiX2,Xixl,XiX2X 3 ,XiX 2 xl} 

w{(j) 3 dx) = {16,20,21,23,24,25,26,27,28,29,31,32,36} 

<Di2 = dx\dx2 

W14 = X2dx 2 dx 3 

Wi6 = Xi<ix2(ix3 + X2dx 3 dx\ 

&18 = X2X 3 dx2dx 3 + x\dx 3 dx\ 

Û120 — 3xix 3 dx2dx 3 + x\dx\dx2 

LÛ24 = xIlÛ W 



H D 14 : .h = x\ + xl 

h = X\X2+X% 

&n — X2dx 2 dx 3 

Û20 = ix\dx2dx 3 + 2x2dx 3 dx\ 

ù)26 = X 2 û>20 

^23 = X\dx 3 dx\ + X2<ix2(fa!3 

u;(ô)j) = {11,14,15,16,17,19,20,21,22,23,25,26,28,31} 

è = {l,x 3l x 2 ,x 1 ,xl,X2X 3 ,xl 1 xix 3 ,x 1 X2,x 2 xl,xlx 3l x 3 ,xixl,X2xi} 

w(<t>jdx) = {20,25,26,29,30,31,32,34,35,36,37,40,41,46} 



Jf 14 : /1 = s? + a;§ 

/ 2 = xix 2 + xl 

w(ûj) = {11,14,15,17,18,19,21,22,23,25,26,27,29,33} 

$ = {1, X2, X 3 , X 2 , Xl, X2X 3 , X 2 , X\X2, X 2 X 3 , X 2 , X\X 2 , X 2 X 3 , X\X\, X\X 2 ) 

w{4>jdx) = {21,25,28,29,31,32,33,35,36,37,39,40,43,47} 

û>i5 = x 2 dx 2 dx 3 

â>19 = X 2 û>15 

ô>22 = x 2 dxidx 2 
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Û21 


= bx\dx 2 dx 3 + 2x2dx^dx\ 


^25 


— X 2 L021 


W23 


= x\dx2dx-i 


W27 


= xidxzdxi + x 2 dx 2 dx 3 


W29 


= x\lû2\ 


^33 


= x\ùl2\ 



Ici l'indice de chaque forme indique son poids quasihomogène. Le calcul direct montre que la 
situation (5.2.5) avec deux termes non-nuls ne peut se produire pour aucune des formes ci-dessus. 
Cela démontre l'énoncé 1 pour ces singularités. 

Quant aux monômes de $ \ $0: après un calcul simple, on observe la situation suivante. Pour 
les monômes <pj v+l{r) Ç: $ \ < r < n — v 'û existe au moins un monôme 0j„ +i(o) G $0 et des 

monômes <j> jv+m , <f>j v+im , ■ ■ ■ , 0j„ +I(r _ 1) e $ \ $0 tels que 

= WjW«.>*i m j..+ic.-i) ( z i ~ M2 + ï^+iw +!),« = 1, ••• ,r 

pour certains fjj v+l(q) , <5j l , +1(g) G Z> et Vj l/+l(g) <= Q- En contraste avec le cas des monômes de l>o, la 
relation de récurrence (5.2.7) ne se ferme pas pour 4>j„ +l , q) S $ \ $0- Voir (4.1.1). C'est-à-dire qu'il 
n'existe pas d'indices < r" < r' < r tels que une (r + 1) ème relation de récurrence comme (5.2.7) 
soit vérifiée pour Mj u t) et Mj v r „ , r" 7^ r' — 1. On note des monômes de $ \ $0 ci-dessous: 





$ \ $ 


= {*§} 


HD 13 


$ \ $ 


= {xix 2 x 3 } 


HD 14 


$ \ $ 


= {x 2 X 3 , X1X3, XiX 2 , xjx 3 , x\ 1 x 1 x\,X2x\} 


K 14 


$\l>0 


= {x 2 ,xlx 3 ,xlx s } 



En reproduisant l'argument du Théorème 4.3 il est facile de voir que 

m ^ +1( o),7» = n je/ o, +i( o)) r(- 37U ^ T i(*,i, +i (o),i;^)) 

(5.2.8) n r,^ £(*,j„+i(o),»^i) M-r r /_ _j£i+t)_\-i 

11 î e/^ +!(0)) 1 rfiO.+uo)) jll t e /f"+ , (») ) ujf"+ i ( > ) 1 rfiO„ +i( o)) j 
(^2(2:2 - Cz) +PiZiY 1 9{zi) 

avec les notations de l'énoncé 2. L'expression (5.2.8) et la relation de récurrence pour <pj v+ q) ,q = 
0, 1, . . . , r entraînent le résultat. C.Q.F.D. 

Remarque 4 D'après la méthode présentée ci-dessus au § 4, on n'est pas susceptible de résoudre 
le système de Gauss-Manin associé aux SUC unimodales quasihomogènes de courbe espace qui ne 
figurent pas dans le Théorème 5.2. 

Pour ces singularités i.e. FT 4 . 4 , FW 14 , FWx.o, FW ls ,FZ 6m+7 , FZ 6m -i,o, J m +i,o, #1,0 de 

la liste de Wall, il existe au moins une forme ûij G F qui suscite la situation (5.2.5) avec deux termes 
non-nuls. Par example, pour la singularité FT 4t4 : 
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h = x x x 2 + x\ 

f 2 = X1X3 + x% + XX2X3, À 7^ 0. 

On trouve trois formes 0)7, du même poids quasihomogène i.e. 



W(Û! 6 ) 


= 10(0)7) = w(ùj$) = 4, car wi = 2,w 2 — w 3 — 1 




— 2x 2 dx\dx 2 + (— 4Aa;| + (2A 2 + 6)x 3 )dx 2 dx 3 


dfx A ù) 6 


= A(-4/i + xix 3 )dx 


df 2 A ù> 6 


= (2/i - &xl)dx 


ÙJ~ 


= X\dx 2 dx3 


dfi A ùj 7 


= {.h -x\)dx 


df 2 A w 7 


— x\x^dx 




= 2x 2 dx\dx 2 — \x3dx3dx1 — {Xx\ + (A 2 + 6)x 3 1 )dx 2 dx3 


d/i A w 8 


= —\f 2 dx 


d/ 2 A ûs 


= {2fi-{8 + 2X 2 )x 3 3 )dx 


$ 


= {1, X 2 , X 3 ,Xi,xl, xj, X 2 X 3 , X1X3, dj, xixl). 



On peut voir qu'il est impossible d'éviter la situation (5.2.5) avec deux termes non-nuls en choisissant 
une autre base de -F et $. 

Les espaces vectoriels F, $ et les matrices P^\s), P( 2 '(s) sont disponibles sur demande pour 
toutes les SUC unimodales quasihomogènes de courbe espace. 



Remarque 5 Tout récemment, l'auteur a réussi à obtenir le résultat suivant. 

Les spectres du système (1.10.1), définis comme dans la Définition ^consistent des données du 
type; 

p x zi +P2Z2 + w{tjjj) +p 2 -pi < 

Z\ < — 1 ou z 2 < — 1. 

De cet énoncé, il suit facilement que les spectres du système de Gauss-Manin associé à une ICIS 
quasihomogène de courbe espace sont symétriques par rapport à une droite. On peut ainsi en déduire 



que le Théorème 6.1 ci-dessous est valable pour ces singularités, si on pose Ai = ^w(tpi), 1 < i < fi. 

La démonstration s'appuie sur une méthode appelée "Cayley trick" qui calcule la cohomologie 
relative de de Rham d'une SUC (0.1) au moyen de la cohomologie d'une hypersurface définie comme 
suit: 

X f = {(xx,---,x n +k,yi,---,Vk) 6 C n+2fe ;yi(/i(a;) - si) + ...y k (fk(x) - s k ) = 0}. 



Le détail doit paraitre dans un travail suivant. 
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6 Nombre de Hodge des fibres de Milnor 

On revient à la situation des chapitres §0, §1. Soit X s une fibre de Milnor de SUC courbe espace 
pour (si,s 2 ) G S hors sa valeur critique. On regarde une variété projective X s C P(iUi, w 2 , w 3 , 1) 
associée à X s : 

X s := {(xi,x 2 ,x 3 ) G P(wx,w 2 ,w 3 , 1); fi(x%, x 2 , x 3 ) = sxu Pl , f 2 (x%, x 2 , x 3 ) = s 2 u P2 }. 

C'est une clôture de X s dans l'espace projectif P(wi, w 2 , w 3 , 1) avec des poids comme en (1.1.1). 
On prend le poids de la variable u égal à 1. On peut consulter pL pour la projectivisation d'une 
SUC. 

On note p g (X s ) le genre géométrique de la courbe X s qui doit égaler le rang du groupe de coho- 
mologie H 1 (X S , Ox )• Le genre géométrique de la fibre de Milnor est un des invariants importants 
de la singularité Xq. On a une expression assez simple de cet invariant au moyen des spectres du 
système de Gauss-Manin. 

Nous nous rappelons ici que les nombres de Hodge h pq (X s ) = Gr p 7 Gr^ q H n (X s ) (et sa série de 



Poincaré) eux-mêmes ont été calculés par F.Hirzebruch pour le cas d'une SUC homogène |15 , §22 
et par H.Hamm pour le cas d'une SUC quasihomogène de dimension positive quelconque nM . 
Théorème 6.1 Pour les singularités traitées dans les Théorèmes 1^.3 et 5.2, on a les formules 
suivantes 

(6.1) h 01 (X s ) = h w (X s ) = Pg (X s ) = «{z; Ai < 0} 

(6.2) h 11 (X s )=p g (X )=${i;\ i = 0} 

où Aj,l < i < fi sont les spectres du système de Gauss-Manin (3.1.1), (5.2.1). 

Démonstration i) Démonstration de (6.1). Tout d'abord, rappelons que les C— modules 
Ax 07 A Xs des polynômes sur X et X s sont: 

Ax a ■= C[xi,x 2 ,x 3 ]/(fi,f 2 ),A Xs = C[x 1 ,x 2 ,x 3 ,u]/(f 1 - siu Pl ,f 2 - s 2 u P2 ). 

Ces deux modules Ax , A x sont munis d'une filtration naturelle compatible avec le poids w(g) 
de g £ A Xo , A Xs ■ Ici 

d 

(E + u—)g(xx,x 2 ,x 3 ,u) = w(g)g{x!,x 2 ,x 3 ,u) 

avec le champ de Euler introduit par (1.1.2). On peut regarder les séries de Poincaré Pa x Wj-Pajç (t) 
définies par une filtration de poids : 

Pa Xq (1)= Yl adtd ' 

a d =i{g(xi ,x 2 ,x 3 )£A Xo ;u)(g)=d} 

PA X .(t)= Yl adtd - 

a^— §{h(xi,X2,X3,u)ÇiAx ;w(h)—d} 

Selon Dolgachev Q 3.4.4, elles satisfont la relation suivante: 

p Axo (t) = (i-t)p Axs (t) 

OÙ P Axq (t) = {1 -t^)t-t™2)(?lt™3) - Par C0Iltre 011 a 

(6.3) P i (t)=tW-W + (i_ t |p|-H)p i4jCo ( t ) 
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d'après la formule d'Aleksandrov (3.4.6). Ici \w\ — w\ + W2 + W3 et \p\ = p\ + P2- En somme 

P- (i\ f\p\-\ w \ 

(6-4) p AXs (t) = y ) ) (1 ; tM . H) = (p*(t) -^H-i)(E* j ')(E* fc(H " hl) )- 

^ ' j>0 k>0 

Le théorème de Dolgachev cité plus haut implique que le coefficient de iH _ M— 1 de Pa x (t) donne 
le genre géométrique p g (X s ). Si on note le développement de P${t) : 

j>0 

on déduit de la relation (6.4), 

Pg(X s ) = 2-kq + tïi H K\ p \-\w\-l - h 

= (({polynômes de $ de poids < \p\ — \w\ — 1} 
= (({polynômes de $ de poids < \p\ — \w\}. 
L'unicité de l'élément de poids dans $ entraîne la première égalité. La dernière égalité donne (6.1) 



en utilisant les Théorèmes 3.1 et 5.2 



ii) Démonstration de (6.2). Quant à la seconde égalité, on reproduit l'argument bien utilisé 
depuis Steenbrink Voir aussi 0, (|], (5.4). Soit Y = X s \X S . A partir de la suite exacte 

► H n - 2 {Y){-1) -» H n {X s ) -► H n (X s ) -> H n - 1 {Y){-1) H n+1 {X s ) 

on obtient une suite exacte courte 

(6.5) - P"(X S ) -» #"(**) -» P"- 1 (F)(-1) ->, 

où 

P n (X s ) = coker(H n - 2 (Y)(-l) -» ff"(X s )) 
p«-i(Y)(_l) = fcer(iJ"- 1 (r)(-l) -> ff n+1 (Â s )) 
qui s'appellent la partie primitive de la cohomologie correspondente. De (6.5), on obtient 

h p ' n+1 - p (X s ) = Gr p F Gr^ +1 H n (X s ) = Gr p F P n -\Y)(-1) = ftg- 1 '""'^). 

Le dernier est calculé par le Théorème 4.4, 3) de ^ qui dit que 

h° '°(Y) = coefficient de tW-M de P Axo (t), 

qui est égal à son tour au coefficient de i^HH de P^(t), par (6.3). La démonstration s'achève si on 
se souvient de la définition des spectres des Théorèmes 3.1 et |5.2[ C.Q.F.D. 
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